Numeros Complejos vy
Polinomios
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NUumeros complejos

Se sabe que si el discriminante e una ecuacion cuadratica es
negativo, la ecuacion no tiene solucion real.

Por ejemplo
X°+4=0 no tiene solucidn real. Si se intenta \r/as_ojver esta
ecuacion, se obtiene  x*=-4,porlotanto X=%xv—-4 Pero

esto es imposible, puesto que el cuadrado de cualqguier nimero real
es positivo.

Para hacer posibles que todas las ecuaciones cuadraticas tengan
solucidon, los matematicos inventaron un sistema de nuUmeros
desarrollado, llamado sistema de numeros complejos. Primero
definieron el nUmero i* =-1 , esto significa i=+-1



Por esta razén, a+/-1 sele llama i (de imaginaria), es decir que:

Porloque: j=4/-1
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Un nimero complejo es una expresion de la forma:
Z=a-+Dbi

Donde @y b son nimeros reales.

d=parte real del complejo.

D= parte imaginaria del complejo.

Dos numeros complejos son iguales si y solo si sus partes reales son
iguales y sus partes imaginarias son iguales.

Ejemplo: determine los valores de X ey tal que Z, =7, si
2, =2X+(3y-Di

Z, =8+ (y+5)



Operaciones de numeros complejos

Definicion:
Suma

(a+b)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i

Resta
(a+bi)—(c+di) =(a—c)+(b—d)i
Multiplicacion

(a+Dbi)-(c+di) = (ac —bd) + (ad + bc)i



Ejercicios

Considere: 2, =2—3l Z, =9+l
Z, =1-1 z, =—3l

Calcule:

a. 3z,+2z,=

b. 5z,-2z, =

C. 2,°2,—2,-2, =
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Division de numeros complejos

e . a+Dbi .
Para simplificar el cuociente ok se multiplica el numerador vy el
C+ dl
denominador por el complejo conjugado del denominador

Obs:Sea Z=a+Dhi entoncessuconjugadoes: Z =a—NDl

Ejercicios: Calcule

3+5i
a. _
1-2I
b 7_+ 3
41 -3




Representacion de un numero complejo

Hay dos formas de representar un numero complejo:

Forma canonica

-/

(a,b) o a+Dbi
Re(Z)=a
Im(Z)=b

Forma polar

z =|z|(cosf +isend) = pciso,

0 = tanl(gj,\z\ = p=+a°+b’

v

distancia

angulo
NN
—
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Forma trigonomeétrica (observacion)

El angulo O se llama “argumento de z” y su valor I
varia entre Oy 2. N _=n+.!:u:
También de la figura se obtiene que: ) |
b
tan 6 = — 6, o
d 0 =
la que nos ayuda a calcular el argumento 6.
1 0 €Il 0 €Il
0 =tan| — tan - tan +
a
0 € III 0 EIV
tan + tan -
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Ejercicios:

Hallar la forma trigonométrica de los siguientes complejos:

1. /3+i 2. —J2 +i
3. -5 4. 3i

5. 17i 6. -13
7. -2i 8. 4

9. 3-4] 10 —1-+/3]
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Multiplicacion y cuociente

Dados 0= tanl(gj, p=+a’+b’ Y
a r=a+bi
] ] ) S——
Z, = pCISO, Yy z,=p,CISO,, entonces
- 2

1) 2,-2, = p,- p,CIS(6, + 6,) /

Vi : o a :'"
2) L = £ cis(6, - 6,) '

Z, P,
Ejercicios:

=

acis ™ ) (20is %)~ 2 (3“55@
it
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3. (7cis 5—”) : (5Ci8 Zj
3 4
(Zcis Zj
4, >
(GCiS ﬂj
3
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Potenciacion
FOormula de Moivre

Dado A
. z=a+bi
Z = pCIs@ , entonces L a
2" = p"[cos(n@) +isen(né)] 7 |
Ejemplo: 1 ¢
Calcule
(1+i)” =
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Ejercicios: Calcular

3
L(@dsﬁfj
2

2. (2i)°

3. (—4+ 4\@)9
4. (-3-2i)
5. (-2+3i)
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Radicacion

Dado

Z = pCIs@ , entonces

'z =%{COS(ZWHQJHsen(2k”+9ﬂ, k=012...(n-1)

n n

Ejemplo:
Calcular -1



Ejercicios:
Hallar
1. /(46 -144/3 )
2. 3/-8i
3.%/1
4, 3/-32

5. i
6. /(L+ 443 1)
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Polinomios y ecuaciones algebraicas

Def: Sea IK un cuerpo, se llama polinomio sobre K en una
indeterminada x a una expresion formal:

p(x) =a, +a,x+a,x* +.....+a_x"

donde a €IK VielN, y dnelN,
tal que a =0 Vix>n

Por ejemplo son polinomios sobre IR, las expresiones:

q(x) =6+5x* v p(X)=1+x+/2%7 +:1% X’
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Los elementos Ay, Aqy Ay yurnnnnnnnnn G T

reciben el nombre de coeficientes de p(x). El elemento a. se dice que
es el coeficiente de un indice m.

si P(X) =0+0X+0X* +......4+0x" +....

entonces p(x) recibe el nombre de polinomio nulo

si p(x)=a aelK

recibe el nombre de polinomio constante



Polinomios. Igualdad y Grado.

Definicion: Sean p()() — aO -|—31X—|—a2X2 +....+aan

g(x) =b, +bx+b,x* +......+b_x"

Polinomios con coeficientes en IK. Entonces

p(X)=q(X) <= a =hb VielN,

Ademas se dice n es el grado del polinomio p(x), y es el exponente mas alto

del polinomio tal que A, # 0

Notacion: grado de p(x)= O( P(X))



Ejemplos:

1. Determine el grado de los siguientes polinomios
p(X) =3x° +5x—1=9(p(x)) =
q(x) =x*—/5=(q(x)) =
r(x) =7 = o(r(x)) =

2. Determine los valores de @, b y C tal que p(X)=q(X).

p(X) = ax’ +5x—(Cc+2)
g(x) = (3a—2)x* +(2b +3c)x



Suma vy Producto.

2
Definicién: Sean P(X) =a, +a,X+a,x" +...+a,x"

q(x) =b, +bx+b,x* +......+b_X

Polinomios con coeficientes en IK. Entonces
) P(X) +q(X) =Cy + CX+ueeee.+C X +...
donde c, =a, +b,

i p(X)-q(x) =dy +d X +.....+d, x* +....
[

Ejemplo: Sean los polinomios p(x)=3x"—-2x*+5x-3 y q(x) =4x* -1

Sumelos y multipliquelos



Raiz de un polinomio

Definicion: Sea p(x) en IK, el elemento  « € IK recibe el nombre de
raiz de p(x) si p(a)=0

Ejercicios:
1. Encontrar los valores de k para que x=3 sea raiz de:
p(x) = x* —kx+3—k

2. Si p(x)=ax®-5x"+(a+3)x*—20 ; calcule el valor de asi se sabe
gue 2 es una raiz.

3 Seg PX)=2x"+4x*+3x°+ax+b; ab €Q

determine ay b tal que 1y -1 sean raices del polinomio p(x).



Division de Polinomios
algoritmo de la division

1. Sean P(X) y t(X) en IK(x), K cuerpo, el algoritmo de la divisién dice
que existen unicos g(X) y r(X) en IK(X) tal que
p(x) :t1(x) =q(x) = p(x) =q(x) - 1(x) + r(x);or(x) < ot(x)
r(x)

Donde: ((X)es el cuociente y F(X) es el resto

Obs: se puede dividir por el polinomio siempre y cuando el grado de

p(x) sea mayor o igual que el grado de t(X), donde el grado esta
dado por el exponente de |a variable considerada.



Ejemplo:

Divida X +3%° =X =1:'X=-2=2x>+
—2x* +4x°
7x% —Xx?

Ejercicios: Divida.
Lo(y=3y" +2y° —y+1):(y* -2y+2) =
2. (X’ +2x"=3x°=2):(X*-=x+3) =

3. (—2x*+3x° —x* +2x-3) 1 (x+5) =
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Teorema del resto

2. P(X)=(X—a)-g(X)+C En esta ultima igualdad, al evaluar en
X=qa setiene:

p(a) =(a-a)-q(a) +C
pla)=c

Ejemplo:

Encuentre un polinomio moénico (coeficiente de la maxima potencia
de x es 1) de grado 3 tal que:

- Al dividirlo por (X-2), se obtiene resto 3.
- Al dividirlo por (X-1), se obtiene resto 2.
- Al dividirlo por (X+1), se obtiene resto 4



Division Sintética

Sea  p(x)=ax"+ax" +...+axX+a

Dividido por t(X) =X—a

a a., .. a a
a-a a
a a_ +a -a resto

g(x)=ax""+(a_ +a -a)x" +....

Eiemplo: Divida P(X) =3x°> —2x° +5x° — 4

por

t(x) =x-1



Ejercicios

Divida los siguientes polinomios usando division sintética:
1. p(X)=4x*+5x2-x+10 y t(X)=x+3

2. p(X)=x>-30x*+26x>-x-20 y  tX)=x-5
3 f()=3x*-2x+5x*-3x+1 y g(X)=x-2
4 FO)=4x-3x"-5x’+2 y g(x)=x+1

g f)=x+2x"+32 y g(X)=x+4

6. f(X)=32x"-33x>+1 y g(X)=x-1



Ejercicios

1. Hallar la relacion entre ay b para que :
p(X) =2x" —7x° +ax+b
sea divisible por (x-3) y por (X-1).

2. Hallar k de modo que el polinomio p(X) = 2x° —3x° + 4kx+ 4

tenga una raiz x=2 y luego encuentre las otras dos raices.

3. Dada la ecuacion x> +ax’+bx+a=0abelR

determine a y b de modo que Xx=2+1 sea una raiz y luego resuelva
la ecuacion.



Ecuaciones
Raices racionales

Silaecuacién: f(X)=a x"+a X" +..+ax+a,=0
P

con coeficientes enteros tiene una raiz racional o =—
Donde : g

P es un divisor de aj

g es un divisor de a,

Obs. El teorema de los ceros racionales: provee una herramienta para
hacer un listado de todos los posibles ceros racionales de un polinomio
con coef. enteros. No necesariamente todos los numeros en el listado
seran ceros del polinomio, pero todos los ceros racionales del polinomio
estaran en el listado.



Ejercicios: Determine las posibles raices de los siguientes polinomios y luego
determine cual(es) de ellas son raices.

1. P(X) =6X* —7X° —4x° +7x—2
2. P(X) =4x> —5X* —7Xx+2
3, P(X) = 2X° —7X° + 4x+3

4, p(x) = x* —6x° +14x* —14x+5
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La regla de |los signos de Descartes.

Teorema: Sea P(X) un polinomio con coeficientes reales.

- El nimero de ceros reales positivos de P(X) es igual al nimero de
variaciones de signos de P(X) o menor que eso por un nimero entero
positivo par.
- El numero de ceros reales negativos de P(X) es igual al nimero de
variaciones de signos de P(-X) o menor que eso por un nimero entero
positivo par.

Ejemplos: aplique la regla de signos de descartes para determinar el
numero de ceros reales positivos y negativos de los siguientes
polinomios.

1. p(X)=x"—4x’—x*+4

5 P(X)=3x"+2x* — x> —8x* -7



Ejercicios:

1. Encontrar los valores de k para que al dividir
x* —kx+3—k por X-—3 resulte como resto 4.

2. Si p(x)=ax*-5x>+(a+3)x*—20 calcule el valor de a si se sabe
gue 2 es una raiz. Determine las raices restantes.

3. Determine las raices de:
p(X) =2x* +4x°> +3x* +ax+b; ab €Q
si se sabe que una de las raices es 1+i.

4. Determine todas las raices del polinomio
P(X) =X +2x° +4x+8



